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Kekontinuan Mutlak Suatu Fungsi Bernilai Real dengan
Pendekatan Selang-§ Dasar

Manuharawati

Jurusan Matematika FMIPA Unesa Surabaya
manuharal @yahoo.co.id

Abstrak
Melalui sistem selang-§ dasar, dibangun konsep kekontinuan mutlak suatu fungsi bernilai
real yang selanjutnya disebut kontinu-§ mulak. Selanjutnya dibuktikan bahwa himpunan
semua fungsi kontinu-§ mutlak pada himpunan X C [a, b] pada & merupakan ruang
linear.

1. Pendahuluan

Konsep kekontinuan mutlak suatu fungsi mempunyai banyak peranan, terutama
dalam integral deskriptif ataupun dalam fungsi distribusi frekuensi. Berbagai pendekatan
telah banyak dilakukan oleh para ahli matematika dalam membahas integral, seperti
Soeparna (1983; 1991), Jain dan Gupta (1986), Lee P.Y (1989). Hal ini dilakukan oleh
pakar matematika agar pengguna matematika (khususnya pengguna integral) dapat
memilih bentuk yang sesuai dengan kebutuhan yang diinginkan.

Banyak jenis integral yang pembahasannya menggunakan jumlah Riemann dan
juga secara deskriptif. Konsep kekontinuan suatu fungsi merupakan dasar dalam
pembahasan integral secara deskriptif. Mengingat pentingnya peranan konsep
kekontinuan suatu fungsi, makalah ini akan membangun konsep kekontinuan fungsi
bernilai real melalui pendekatan selang-§ dasar yang telah dibangun oleh Soeparna
Darmawijaya pada tahun 1991. Selanjutnya dibuktikan bahwa himpunan fungsi kontinu

mutlak tersebut merupakan ruang linear.

2. Teori Dasar

Untuk membangun konsep kekontinuan-§ dasar diperlukan konsep selang- §
dasar. Adapun konsep selang- § dasar yang digunakan mengikuti konsep sistem selang-
0 dasar yang telah dibangun oleh Soeparna Darmawijaya pada penelitiannya tahun 1991
yang diuraikan sebagai berikut.

Diberikan selang [a, b] pada R dan fungsi positip § pada [a, b]. Untuk setiap
x € [a, b] dibentuk himpunan D, = (u, v) dengan sifat

x—6(x)Su<x<v<x+8§x).
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Himpunan D, tersebut disebut selang-6 dasar di x atau selang-§ dasar titik x.
Selanjutnya koleksi semua selang-§ dasar titik x disebut sistem selang-§ titik x, yang
dinotasikan dengan D, . Mudah dipahami bahwa untuk setiap x € [a,b], D, # @ dan
memenuhi sifat-sifat berikut (Soeparna, 1991: 4).
Al. Untuk setiap D,, € D, dans < x < t berlaku D, N (s,t) € D,.
A2.Jika Dy,D, € D,,makaD,ND, € D, .
A3. Jika A himpunan indeks dan DY € D, untuk setiap @ € A, maka

Ugea D¢ €D,.
A4. Untuk setiap D,, € D, D,, memuat x danada s,t € D, dengans < x < t.
AS. Jika D, € D, , u € D, dan u < x, maka ada u; € D, dengan u < u; < x dan

jika v € D, dengan x < v, maka ada v; € D, dengan x < v; < v.

3. Pembahasan

Dengan mengacu pada selang-§ dasar tersebut dibangun konsep kekontinuan
mutlak relatif terhadap selang-& dasar yang disebut kontinu-§ mutlak. Selanjutnya
dibuktikan bahwa himpunan fungsi kontin-§ mutlak pada himpunan X C [a,b]

merupakan ruang linear.

Definisi C1: Diberikan fungsi positip 6: [a,b] = R, fungsi F:[a,b] - R , dan

X c [a,b].

(a) Fungsi F dikatakan kontinu-8 mutlak lemah (weakly absolutely §-continuous) pada
himpunan X jika untuk sebarang bilangan real € > 0 terdapat bilangan real y > 0
sehingga untuk setiap barisan (x;), x; € X terdapat barisan selang-6 dasar yang
tidak tumpang tindih (Dxi), Dy, € Dy, sehingga jika u; € Dy, N X dengan
Yilxi —u;| <y berlaku

LilF(x) —Fw)l <e.
Himpunan semua fungsi yang kontinu-8 mutlak lemah pada himpunan X C [a, b]
dinotasikan dengan AC (X).

(b) Fungsi F dikatakan kontinu-6 mutlak lemah teritlak (generalized weakly absolutely

&-continuous) pada himpunan X jika terdapat barisan himpunan (X;) sehingga

X = U; X; dan untuk setiap i berlaku F € ACg(X;). Himpunan semua fungsi yang
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kontinu-8 mutlak lemah teritlak pada himpunan X C [a, b] dinotasikan dengan
ACGs(X).

Definisi C2: Diberikan fungsi positip 6: [a,b] = R, fungsi F:[a,b] - R , dan
X c [a,b].

(a)

(b)

Fungsi F dikatakan kontinu-8 mutlak kuat (strongly absolutely §-continuous) pada
himpunan X jika untuk sebarang bilangan real € > 0 terdapat bilangan real y > 0
sehingga untuk setiap barisan (x;), x; € X terdapat barisan selang-6 dasar yang
tidak tumpang tindih (Dxi), Dy, € Dy, sehingga jika u; € Dy, N X dengan

Yilx; —w;l <y berlaku

> oFilayb]) <e

dengan a; = min{x;, u;} dan b; = maks{x;, u;}.

Himpunan semua fungsi yang kontinu-§ mutlak kuat pada himpunan X C [a, b]
dinotasikan dengan ACg(X).

Fungsi F dikatakan kontinu-8 mutlak kuat teritlak (generalized strongly absolutely
&-continuous) pada himpunan X jika terdapat barisan himpunan (X;) sehingga
X = U; X; dan untuk setiap i berlaku F € AC5(X;). Himpunan semua fungsi yang
kontinu-8 mutlak kuat teritlak pada himpunan X C [a, b] dinotasikan dengan
ACG5(X).

Beberapa sifat dari kekontinuan-8 mutlak dari suatu fungsi tertuang di dalam

teorema berikut.

Teorema C1: Diberikan fungsi F:[a,b] —» R, dan himpunan X c [a,b]. Jika
F € AC5(X), maka F € ACs(X).

Bukti: Diberikan sebarang bilangan real &€ > 0. Karena F € AC5(X), maka ada

bilangan real y > 0, sehingga untuk setiap barisan (x;), x; € X terdapat barisan selang-

6 dasar yang tidak tumpang tindih (Dxi), Dy, € Dy, sehingga jika u; € D, N X

dengan Y;|x; — u;| < y berlaku
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> oFilayb]) <e

dengan a; = minf{x;, u;} dan b; = maks{x;, u;}. Karena untuk setiap i berlaku
x;,U; € [a;, b;], maka diperoleh

2ilF(x) —Fw)l <e
Jadi terbukti bahwa F € ACs(X). m

Kebalikan dari Teorema C1 ini belum tentu berlaku. Hal ini dapat ditunjukkan
dengan contoh berikut.

Diberikan fungsi F: [0,1] — R dengan rumus

F(x) = {2 untuk x rasional
0 untuk x irrasional

Q = {x € [0,1]: x rasional} dan X = [0,1] — Q. Diberikan sebarang bilangan real
€ >0,y >0, dan sebarang barisan (x;),x; € X. Jika § sebarang fungsi positip pada
[0,1] dan (Dxi) adalah sebarang barisan selang-§ dasar pada [0,1] dengan Dy, € Dy,
dan u; € Dy, N X dengan sifat Y;|x; — u;| <y, maka
2ilF(x) —F(w)|l=0 <e

Jadi F € AC5(X). Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa F € AC5(X). Jika diambil
a; = min{x;, u;} dan b; = maks{x;, u;}, dan € = 1, maka diperoleh

Yiw(F;lapb]) =22 21=¢
Yang berarti bahwa F & AC5(X).

Teorema C1 dan contoh di atas memperlihatkan bahwa ACg5(X) € ACs(X)
tetapi ada anggota F € ACs(X) dengan F & AC5(X).

Jika F € ACs(X) dan diberi syarat tambahan, yaitu X merupakan selang, maka
F € AC5(X). Hal ini ditunjukkan oleh teorema berikut.

Teorema C2: Diberikan fungsi F:[a,b] —» R, dan himpunan X c [a,b]. Jika
F € ACs(X) dan X merupakan selang, maka F € AC5(X).
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Bukti: Diberikan sebarang bilangan real &€ > 0. Karena F € AC5(X), maka ada
bilangan real y > 0, sehingga untuk setiap barisan (x;), x; € X terdapat barisan selang-
8 dasar yang tidak tumpang tindih (Dxi), Dy, € Dy, schingga jika u; €Dy, NX

dengan Y;|x; — u;| < y berlaku

2ilF(x) —Fw)l <e (1
Akibatnya untuk setiap i berlaku
|F(x) — F(u)l <e. 2

Dibentuk a; = min {x;,u;} dan b; = maks {x;, u;}. Karena untuk setiap i berlaku
x;,u; € [a;, b;], [a;, b;] merupakan selang, dan memenuhi (2), maka terdapat x;,y; €
[a;, b;] sehingga

F(x;) = sup {F(x):x € [a; b;]}

F(y;) = inf {F(x):x € [a;, b;]}.
Jika diambil x; = min{x;} dan y; = maks {x;,y;} , maka untuk setiap i diperoleh
[x{,¥{] < [a;, b;] . Oleh karena itu diperoleh

yi—xi < b —a; < |x; —wl.
Yang berakibat

iy —x) <Xl —wl <v.
Berdasarkan (1) diperoleh

LilF(x) —F)l <e.
Dengan mengingat pembentukan x; dan y; , maka diperoleh
2iw(F;la,b]) = LilF(x)) —FO)l <e.

Jadi terbukti bahwa F € AC5(X). m

Dua teorema berikut menjamin bahwa ACs(X) dan AC5(X) masing-masing

merupakan ruang linear.

Teorema C3: Diberikan fungsi F,G:[a,b] = R, dan himpunan X C [a, b]. Jika
F,G € ACs(X) dan a adalah bilangan real sebarang, maka F + G € ACs(X) dan
aF € ACs(X).

Bukti: Diberikan sebarang bilangan real € > 0. Karena F,G € ACs(X), maka ada

bilangan real y;, ¥, dengan y; > 0,y, > 0, sehingga untuk setiap barisan (x;), x; € X
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terdapat barisan selang-6 dasar yang tidak tumpang tindih (D;Ci) dan (D;C’i) Dy, Dy €

D,, sehingga jika u; € Dy, N X dengan X;|x; — u;| < y; berlaku

&

2ilF(x) — F(upl < STalez 3)
dan jika w; € Dy, N X dengan Y;|x; — u;| <y, berlaku
ZilGGe) = Gl <5 @

3[al+2
Jika untuk setiap i dibentuk D,, = Dy, N D), maka menurut A2, D, € Dy,
Selanjutnya jika y = min{y;,y,} dan u; € Dy, dengan Y;|x; —u;| <y, maka
ketaksamaan (3) dan (4) tetap berlaku. Oleh karena itu diperoleh
@ Xl(F+6)(xp) — (F+ G)(ul = Xl Fx) — F(wy) + G(x;) — G(uy)l

< ZilFO) = Fu)l + Zil G () — G(wy)

£
3[a]+2 3[a]+2

< é&€

Jadi F +G € ACs(X),
®) il(aF)(x) — (@F)(u)| = XilaF (x;) — aF (u)]
= XilallF(xp) — F(w)|
= la| X%ilF(xy) — F(uy)

< el

£
3[a]+2 < €.

Jadi aF € AC5(X). m

Teorema C4: Diberikan fungsi F,G:[a,b] = R, dan himpunan X < [a, b]. Jika
F,G € AC5(X) dan a adalah bilangan real sebarang, maka F + G € AC5(X) dan
aF € ACL(X).

Bukti: Diberikan sebarang bilangan real € > 0. Karena F,G € AC5(X), maka ada
bilangan real y;, ¥, dengan y; > 0,y, > 0, sehingga untuk setiap barisan (x;), x; € X
terdapat barisan selang-6 dasar yang tidak tumpang tindih (D;Ci) dan (D;C’i) Dy, Dy €

D,, sehingga jika u; € Dy, N X dengan X;|x; — u;| < y; berlaku
Yiw(F;la;, b]) <— (5)

3la|+2

dan jika w; € Dy, N X dengan Y;|x; — u;| <y, berlaku

Y w(G;la;, b]) <— (6)

3lal+2 °
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dengan a; = min{x;, u;} dan b; = maks{x;, u;}.
Jika untuk setiap i dibentuk D,, = Dy, N D), maka menurut A2, D, € Dy,
Selanjutnya jika y = minf{y;,y,}, w; € Dy, dengan

Zilxi —wl <y
dan a; = min{x;,u;} ; b; = maks{x;,u;}, maka ketaksamaan (5) dan (6) tetap
berlaku. Oleh karena itu diperoleh
(@) Liw(F +G;layb]) < Xiw(F;la,bl) + X0 (G;[a;, b))

£ £
3[a]+2 3[la]+2

< €
Jadi F + G € AC;(X).
(b) X;w(aF;[a; b)) = Yilalw(F;[a; b;])
= |al X; w(F;[a;, b;])
< laf

€
3[a]+2 <€

JadiaF € AC5(X). m

Akibat C1: Diberikan fungsi F,G:[a,b] = R, dan himpunan X C [a,b]. Jika
F,G € ACGs(X) dan a adalah bilangan real sebarang, maka F + G € ACGs(X) dan
aF € ACGs(X).
Bukti: Karena F,G € ACGg(X), maka terdapat barisan himpunan (X;) dan (Y})
sehingga X = U;X; = U;Y; dan untuk setiap i, j berlaku F € ACs(X;) dan G €
ACs(Y;). Jika untuk setiap i danj dibentuk

X,;= X0V,
maka diperoleh X = U, ; X; ; dan F,G € ACs(X; ) untuk setiap i dan j. Berdasarkan
Teorema C3, untuk setiap 7 dan j berlaku F + G € ACs(X; ;) dan aF € ACs(X; ;). Jadi
F+G € ACGs(X) dan aF € ACGs(X). m

Akibat C2: Diberikan fungsi F,G:[a,b] = R, dan himpunan X C [a,b]. Jika
F,G € ACG3(X) dan a adalah bilangan real sebarang, maka F + G € ACG5(X) dan
aF € ACG5(X).
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Bukti: Karena F,G € ACG35(X), maka terdapat barisan himpunan (X;) dan (Y})
sehingga X = U;X; = U;Y; dan untuk setiap i, j berlaku F € AC5(X;) dan G €
ACs(Y;). Jika untuk setiap i/ danj dibentuk

X, = X;nY
maka diperoleh X = U;;X;; dan F,G € ACs(X; ;) untuk setiap i dan j. Berdasarkan
Teorema C4, untuk setiap i dan j berlaku F + G € AC5(X; ;) dan aF € AC5(X; ;). Jadi
F + G € ACG(X) dan aF € ACGL(X). m
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